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中国农业大学

2023~2024学年秋季学期

实变函数（A卷）课程考试试题

题号 一 二 三 四 总分

得分

一、证明题（第1题 7分，第 2题 8分，共 15分）

1、集合퐴, 퐵的对称差定义为 퐴 △ 퐵 = (퐴 \ 퐵) ∪ (퐵 \ 퐴) . 证明集合的交与对

称差满足分配律, 即任取三个集合 퐴, 퐵, 퐶, 有 퐴 △ 퐵 ∩ 퐶 = (퐴 ∩ 퐶) △ (퐵 ∩ 퐶).

2、证明可列多个零测集的并仍是零测集.

二、简答题（第1题 15分，第 2题 10分，共 25分）

1、请叙述对集合 퐸 ⊂ ℝ 可测性进行判别的卡拉泰奥多里 (C. Carathéodory)

条件，并对集合 퐸 有界 (퐸 ⊂ (푎, 푏)区间) 的情况进行证明.

2、Vitali 覆盖引理是证明变上限积分及其微分相关结论的有力工具. 请叙述

集合 퐸 ⊂ ℝ 的Vitali 覆盖的定义, 以及当퐸有界时的Vitali 覆盖引理 (不需要证明).

三、解答题（每题10分，共40分）

1、设 퐹1, 퐹2 为 ℝ中两个非空有界闭集, 且 퐹1 ∩ 퐹2 = ∅.

(1). 证明 휌 퐹1, 퐹2 ≔ inf
푥∈퐹1,푦∈퐹2

|푥 − 푦| > 0.

(2). 证明存在开集 퐺1 ⊃ 퐹1, 퐺2 ⊃ 퐹2, 满足 퐺1 ∩ 퐺2 = ∅.

2、设 푓 是可测集 퐸 上的函数, 퐷 是 ℝ 的稠密子集, 若对任意 훼 ∈ 퐷, 퐸(푓 > 훼)

都是可测集, 请问 푓是否必然是可测函数? 若是, 请给出证明; 若否, 请给出反例.

3、叙述可测集퐸 ⊂ ℝ上的可测函数列 {푓푛} 依测度收敛到可测函数 푓 的定义,

并给出依测度收敛, 但不几乎处处收敛的可测函数列的例子.
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4、积分序列的 Levi 定理说的是: 对于定义在可测集 퐸 ⊂ ℝ 上的渐升非负可

测函数列 {푓푛}, 若存在可测函数 푓, 使得 lim
푛→∞

푓푛 푥 = 푓(푥) 在 퐸上恒成立, 那么积

分和极限可交换次序, 即 퐸 푓푑푚푑푚∫ = lim
푛→∞ 퐸 푓푛 푑푚푑푚∫ . 若去掉函数列 {푓푛} 非负性这

一条件, 请问 Levi 定理是否仍成立? 若是, 请给出证明; 若否, 请给出反例, 并添加

上一条使之成立的条件 (不能添加“渐升函数列{푓푛}从某一项开始都非负“的条件).

四、证明题（每题10分，共20分）

1、设퐸 ⊂ ℝ 可测, 1 ≤ 푝 ≤ ∞, 퐿푝空间为퐸上푝幂可积函数全体构成的空间.

(1). 证明 퐿푝 空间是线性空间.

(2). 设 푚퐸 < ∞且 1 ≤ 푝1 < 푝2 ≤ ∞, 证明 퐿푝2 ⊂ 퐿푝1 .

2、设 푃0 ⊂ [0, 1] 为Cantor 三分集，它是从 [0, 1] 区间归纳地构造得来的: 第

1 步从 [0, 1] 区间中去掉正中间⻓为 1
3
的开区间 ( 1

3
, 2
3
), 得到两个闭区间 [0, 1

3
]

与 [2
3
, 1]; 此后的第 푘 + 1 步, 对上一步得到的2푘个闭区间, 去掉每个闭区间正中

间⻓为 1
3푘+1

的开区间. 最终我们得到的集合为Cantor 三分集.

(1). 证明 푃0 是闭集, 不可列, 并且具有零测度.

(2). 已知 푃0 中的元素可以唯一地表示为 푛=1
∞ 2푎푛

3푛
∑ , 푎푛 ∈ {0,1}, 定义函数

휙: 푃0 → 0, 1 , 푛=1
∞ 2푎푛

3푛
∑ ↦ 푛=1

∞ 푎푛
2푛

∑ ,

以及Cantor 函数

Φ: 0, 1 → 0, 1 , 푥 ↦ sup
푦≤푥,푦∈푃0

휙(푦).

证明Cantor 函数 Φ连续, 有几乎处处为0的导数, 但不是绝对连续函数.


