
中国农业大学

2024~2025学年秋季学期

实变函数 课程考试试题
题号 一 二 三 四 总分

分数

（本试卷共 4道大题）
考生诚信承诺

本人承诺自觉遵守考试纪律，诚信应考，服从监考人员管理。

本人清楚学校考试考场规则，如有违纪行为，将按照学校违纪处分规定严肃处理。

一、证明题：本题共 2小题，第 1题 7分，第 2题 8分，共 15分。请写出证明详细过程。

1.（7分）设 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ为黎曼可积函数,证明 lim
𝑛→∞

∫
1

0
𝑓(𝑥)𝑥𝑛d𝑥 = 0.

2.（8分）请证明 ℝ中非空有界开集 𝐺的结构表示定理,即它能被表示为至多可列多个互不
相交的构成区间之并: 𝐺 = ⋃

𝑘
(𝛼𝑘, 𝛽𝑘).

二、简答题：本题共 2小题，第 1题 10分，第 2题 15分，共 25分。

1.（10分）请问 ℝ中勒贝格
△
不

△
可

△
测

△
集是否存在? 如果不存在,请给出证明;如果存在,请给一

个具体的例子 (
△
不

△
需

△
要进一步证明它是勒贝格不可测的).

2.（15分）设 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛, 𝐸 是 ℝ𝑛中的非空点集,定义点 𝑥到 𝐸 的距离为

𝜌(𝑥,𝐸) = inf{‖𝑥 − 𝑦‖ ∶ 𝑦 ∈ 𝐸},

其中 ‖𝑥 − 𝑦‖ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 +⋯+ (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2.

（1）设 𝐹 为 ℝ𝑛中的非空闭集,证明存在 𝑦0 ∈ 𝐹,使得 𝜌(𝑥, 𝐹) = ‖𝑥 − 𝑦0‖.
（2）设 𝐹1, 𝐹2 为 ℝ𝑛 中两个不交的非空闭集, 请构造一个 ℝ𝑛 上的

△
连

△
续

△
函

△
数𝑓(𝑥),同时满

足以下两个条件

（a）0 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 1, ∀ 𝑥 ∈ ℝ𝑛;
（b）𝑓(𝑥)在 𝐹1上取值恒等于 0,在 𝐹2上取值恒等于 1.

（3）设 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 为 ℝ𝑛 中三个互不相交的非空闭集,请构造一个 ℝ𝑛 上的
△
连

△
续

△
函

△
数𝑓(𝑥),

同时满足以下两个条件

（a）0 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 1, ∀ 𝑥 ∈ ℝ𝑛;

（b）𝑓(𝑥)在 𝐹1上取值恒等于 0,在 𝐹2上取值恒等于
1

2025,在 𝐹3上取值恒等于 1.
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三、解答题：本题共 4小题，每小题 10分，共 40分。请写出具体解题步骤。

1.（10分）设 𝑓 是闭区间 [𝑎, 𝑏]上的绝对连续函数.

（1）请叙述闭区间 [𝑎, 𝑏]上绝对连续函数的定义.

（2）任取 𝑍 ⊂ [𝑎, 𝑏]为零测集,请问 𝑍 的像集 𝑓(𝑍)是否必然也是零测集? 若是,请给出证
明;若否,请给出反例.

2.（10分）请叙述可测集 𝐸上可测函数的定义,并证明: 若 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)是 𝐸上可测函数,并且
𝑓(𝑥) > 0,那么 ℎ(𝑥) ∶= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)也是可测函数.

3.（10分）设 𝐸 ⊂ ℝ为可测集, 1 ⩽ 𝑝 < 𝑞 ⩽ ∞,请问两个关系式

𝐿𝑝(𝐸) ⊂ 𝐿𝑞(𝐸), 𝐿𝑞(𝐸) ⊂ 𝐿𝑝(𝐸)

是否必成立其一? 若是,请证明;若否,请举反例.

4.（10分）设 𝑓, 𝑓𝑛 ∈ 𝐿𝑝(𝐸), 𝑛 ∈ ℕ, 1 < 𝑝 < ∞, 𝐸 是可测集. 请分别叙述

（1） {𝑓𝑛}依测度收敛于 𝑓;
（2） {𝑓𝑛}依范数收敛于 𝑓
的定义. 请问这两个概念是否有包含关系? 若有,请给出证明;若无,请给出反例.
注意,这里说的某概念 (相关事物的全体记作𝐴)包含另一个概念 (相关事物的全体记作𝐵)
指的是, 𝐴 ⊃ 𝐵.

四、证明题：本题共 2小题，每题 10分，共 20分。请写出详细证明过程。

1.（10 分）已知对于任意非奇异线性变换 𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛, 以及任意可测集 𝐸 ⊂ ℝ𝑛, 有
𝑚(𝑇(𝐸)) = |det𝑇 | ⋅ 𝑚𝐸, 这里的 𝑚 是 ℝ𝑛 上的勒贝格测度 (

△
注

△
意,

△
这

△
是

△
题

△
目

△
给

△
的

△
已

△
知

△
结

△
论,

△
不

△
需

△
要

△
你

△
证

△
明).

现设 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ),即 𝑓 是 ℝ上勒贝格可积函数, 𝑎 > 0为常数.

（1）证明非负数项级数
∞
∑
𝑛=1

∫
ℝ
𝑛−𝑎|𝑓(𝑛𝑥)| d𝑥收敛.

（2）证明 lim
𝑛→∞

𝑛−𝑎𝑓(𝑛𝑥) = 0在 ℝ上几乎处处成立.

2.（10分）设基本集为 𝑋 = ℝ𝑛,以下我们考虑的集合都是它的子集.

（1）请证明勒贝格外测度的正则性: 对任意集合 𝐸 ⊂ 𝑋,存在 𝐺𝛿-集 𝐴,使得 𝐴 ⊃ 𝐸 且
𝑚𝐴 = 𝑚∗𝐸.

（2）对于某个集合 𝐸 ⊂ 𝑋, 若存在勒贝格可测集 𝐸0 ⊃ 𝐸, 满足 𝑚𝐸0 < ∞ 与 𝑚𝐸0 =
𝑚∗𝐸 +𝑚∗(𝐸0 ∖ 𝐸),请证明 𝐸 必然也是勒贝格可测集.
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